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Streszczenie: W artykule przedstawiono wyniki bada betonów z dodatkiem 
metakaolinitu (MK), jako czciowego substytutu cementu. Przeprowadzono badania 
wytrzymałociowe i fraktalne po 180 dniach dojrzewania, okrelajc: wytrzymało na 
ciskanie fc, odpornoci na pkanie (krytyczny współczynnik intensywnoci napre KIcS) 
i wymiar fraktalny. Badania zaprogramowano według kompozycyjnego centralnego planu 
eksperymentu, przyjmujc jako zmienne niezalene stosunek woda/spoiwo oraz udział 
dodatku w stosunku do masy spoiwa. Na podstawie uzyskanych wyników bada
i przeprowadzonych analiz wykazano statystycznie istotny zwizek morfologii przełomu 
oraz składu betonów z odpornoci na pkanie. 
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1. Wprowadzenie 
Rok 1975 okazał si przełomowym w wielu dziedzinach nauki i sztuki, był on 
bowiem pocztkiem nowego działu matematyki nazwanego geometri fraktaln [1]. 
Prekursorem powstałej nauki jest, urodzony w Warszawie w 1924 roku, francuski 
matematyk Benoit Mandelbrot. Lata 80. XX wieku i póniejsze to okres dynamicznego 
rozwoju i duego zainteresowania tym nowym podejciem do opisu rónorodnych zjawisk. 
Popularno geometrii fraktalnej trwa nadal. Najlepszym tego przykładem jest internet. 
Jedna z popularnych przegldarek Google znajduje około 53,5 mln stron z wyraeniem 
„fractal”. W porównaniu do około 350 mln stron z wyraeniem „concrete” jest to liczba 
imponujca. Zainteresowanie fraktalami wystpuje równie w nauce. Liczba publikacji 
naukowych, znajdujcych si w bazie elektronicznej, wydawnictwa Elsevier ze słowem 
„fraktal” to prawie 72 tys. pozycji na prawie 260 ty. publikacji ze słowem „concrete”.  
Geometria fraktalna pozwala na poszerzenia dotychczas ograniczonego pojcia 
wymiaru. Przedziały pomidzy wymiarami topologicznymi 0; 1; 2 i 3 wypełnia wymiar 
fraktalny [2]. Na przykład krzywa lepiej wypełnia płaszczyzn, anieli linia prosta, zatem 
jej wymiar fraktalny bdzie z zakresu pomidzy 1 a 2.  
Geometria fraktalna znalazła równie zastosowanie w badaniach betonów [4-19]. 
Pocztkowo badania dotyczyły zaczynów [3], a póniej równie betonów [4]. Jednym 
z powodów zainteresowania geometri fraktaln badaczy, zajmujcych si badaniami 
materiałów z matryc cementow, jest ch wyjanienia i opisu zjawiska pkania. Saouma 
i Barton [4] jako pierwsi podali zalenoci łczce wymiar fraktalny z parametrami 
mechaniki pkania: energi pkania oraz krytycznym współczynnikiem intensywnoci 
napre, ujmujc uzyskane relacje w postaci zalenoci liniowej. Wzrost wymiaru 
fraktalnego powodował spadek parametrów mechaniki pkania. Kolejne propozycje tych 
zalenoci przedstawiono w pracach [5-15].  
Ograniczenie zuycia cementu przy uzyskaniu betonów o podanych 
właciwociach i trwałoci moliwe jest dziki zastosowaniu dodatków o właciwociach 
pucolanowych, takich jak metakaolinit, który wytwarzany jest w kontrolowanym procesie 
kalcynacji kaolinitu w temperaturze 500-800 °C. Badania prowadzone ju od prawie 
dwudziestu lat potwierdzaj korzystne działanie tego dodatku na właciwoci betonów  
[20-29].  
Jednoczenie celowe jest prowadzenie bada z uwzgldnieniem parametrów 
mechaniki pkania w powizaniu z analiz skutków procesu pkania w postaci uzyskanych 
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powierzchni przełomów, co moe przyczyni si do zrozumienia i opisu zjawiska pkania 
betonów modyfikowanych metakaolinitem.  
2. Program bada i uzyskane wyniki 
Badania zaprogramowano według dwuczynnikowego centralnego kompozycyjnego 
planu eksperymentu (poliselekcyjnego rotalno-quasi-uniformalnego). Zmiennymi w planie 
był stosunek woda/spoiwo w/s w zakresie od 0,35 do 0,54 oraz udział metakaolinitu  
w łcznej masie spoiwa MK/s wynoszcy od 2,1 do 14,9 % (tj. od 2,2 do 17,5 % masy 
cementu). Przyjto pi porednich wartoci wielkoci wejciowych zmiennych w/s i MK/s, 
wyznaczonych dla wartoci unormowanych wynoszcych 0, ±1, ±α (dla planu 
dwuczynnikowego α = 1,414).  
Do bada zastosowano cement portlandzki CEM I 32,5R, kruszywo grube bazaltowe 
frakcji do 16 mm, piasek płukany frakcji do 2 mm oraz metakaolinit Astra MK40, 
zawierajcy 53 % SiO2 i 42 % Al2O3, uwzgldniony po stronie spoiwa (k = 1).  
Skład mieszanek betonowych podano w Tab. 1. W przypadku wszystkich mieszanek 
betonowych utrzymywan stał konsystencj, dziki zastosowaniu odpowiedniej iloci 
superplastyfikatora FM-6. W badaniu konsystencji metod stolika rozpływowego uzyskano 
rozpływ wynoszcy 410 mm±20mm. Wykonano równie mieszanki bez dodatku 
metakaolinitu o stosunku wodno-cementowym wynoszcym 0,35 (B03) i 0,54 (B05). 
Łcznie zrealizowano 11 receptur mieszanek betonowych.
Tabela 1. Zestawienie składników mieszanek betonowych 
Zmienna Skład mieszanki betonowej według przyjtego planu w [kg] Seria 
w/s MK/s Spoiwo Cement MK-40 Woda Kruszywo 
1 0,380 0,04 435,8 18,2 172,5 
2 0,380 0,13 395,0 59,0 172,5 
3 0,510 0,04 435,8 18,2 231,5 
4 0,510 0,13 395,0 59,0 231,5 
5 0,353 0,085 415,4 38,6 160,3 
6 0,537 0,085 415,4 38,6 243,8 
7 0,445 0,021 444,3 9,7 202,0 
8 0,445 0,149 386,5 67,5 202,0 
9 0,445 0,085 
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Badania wytrzymałociowe przeprowadzono po 180 dniach dojrzewania próbek 
przechowywanych w warunkach powietrzno-wilgotnych przy wilgotnoci wzgldnej 
powietrza >95%  obejmowały okrelenie wytrzymałoci na ciskanie fc oraz 
krytycznego współczynnika intensywnoci napre KIcS (Tab. 2). Wyniki bada fc i KIcS po 
28 dniach  dojrzewania zamieszczono w publikacji [15].  
Do bada wytrzymałoci na ciskanie fc uyto 104 kostek szeciennych o boku 0,1 m, 
w tym 82 z betonu modyfikowanego metakaolinitem i 22 z betonu bez dodatku.  
Krytyczny współczynnik intensywnoci napre KIcS, według I modelu, wyznaczono na 44 
belkach (po 4 belki dla kadej serii betonów) o wymiarach 0,08×0,15×0,70 m ze szczelin
pierwotn [30,31], w tym 36 belkach wykonanych z betonu zawierajcego metakaolinit i 8 
bez dodatku. 
Badania fraktalne przeprowadzono na 220 liniach profilowych wydzielonych z 2 
losowo wybranych powierzchni przełomów, dla kadej serii betonów (po 10 linii 
profilowych dla jednej powierzchni przełomu) przy uyciu profilometru laserowego 
Talysurf CLI 1000 firmy Taylor Hobson do szybkiego bezstykowego pomiaru topografii 
powierzchni 3D oraz programu FRAKTAL_Wymiar2D. Linie profilowe odwzorowano z 
krokiem dyskretyzacji 5 µm. Wymiar fraktalny Dm obliczono metod obwiedni 
morfologicznych (morphological envelopes method), polegajcej na wyznaczeniu górnej i 
dolnej obwiedni za pomoc przekształce morfologicznych otwarcia i zamknicia przy 
uyciu elementu strukturalnego w postaci poziomego odcinka o długoci εi. Nastpnie 
oblicza si pole powierzchni A(εi) ograniczone górn i doln obwiedni. Procedura jest 
powtarzana przy elementach strukturalnych o rónych długociach w celu wykrelenia 
wykresu zalenoci ln A(εi) od ln (εi). Współczynnik kierunkowy otrzymanej zalenoci 
Inżynieria Materiałów Budowlanych – Wykorzystanie geometrii fraktalnej ... 179
powierzchni przełomów, co moe przyczyni si do zrozumienia i opisu zjawiska pkania 
betonów modyfikowanych metakaolinitem.  
2. Program bada i uzyskane wyniki 
Badania zaprogramowano według dwuczynnikowego centralnego kompozycyjnego 
planu eksperymentu (poliselekcyjnego rotalno-quasi-uniformalnego). Zmiennymi w planie 
był stosunek woda/spoiwo w/s w zakresie od 0,35 do 0,54 oraz udział metakaolinitu  
w łcznej masie spoiwa MK/s wynoszcy od 2,1 do 14,9 % (tj. od 2,2 do 17,5 % masy 
cementu). Przyjto pi porednich wartoci wielkoci wejciowych zmiennych w/s i MK/s, 
wyznaczonych dla wartoci unormowanych wynoszcych 0, ±1, ±α (dla planu 
dwuczynnikowego α = 1,414).  
Do bada zastosowano cement portlandzki CEM I 32,5R, kruszywo grube bazaltowe 
frakcji do 16 mm, piasek płukany frakcji do 2 mm oraz metakaolinit Astra MK40, 
zawierajcy 53 % SiO2 i 42 % Al2O3, uwzgldniony po stronie spoiwa (k = 1).  
Skład mieszanek betonowych podano w Tab. 1. W przypadku wszystkich mieszanek 
betonowych utrzymywan stał konsystencj, dziki zastosowaniu odpowiedniej iloci 
superplastyfikatora FM-6. W badaniu konsystencji metod stolika rozpływowego uzyskano 
rozpływ wynoszcy 410 mm±20mm. Wykonano równie mieszanki bez dodatku 
metakaolinitu o stosunku wodno-cementowym wynoszcym 0,35 (B03) i 0,54 (B05). 
Łcznie zrealizowano 11 receptur mieszanek betonowych.
Tabela 1. Zestawienie składników mieszanek betonowych 
Zmienna Skład mieszanki betonowej według przyjtego planu w [kg] Seria 
w/s MK/s Spoiwo Cement MK-40 Woda Kruszywo 
1 0,380 0,04 435,8 18,2 172,5 
2 0,380 0,13 395,0 59,0 172,5 
3 0,510 0,04 435,8 18,2 231,5 
4 0,510 0,13 395,0 59,0 231,5 
5 0,353 0,085 415,4 38,6 160,3 
6 0,537 0,085 415,4 38,6 243,8 
7 0,445 0,021 444,3 9,7 202,0 
8 0,445 0,149 386,5 67,5 202,0 
9 0,445 0,085 
454 






Badania wytrzymałociowe przeprowadzono po 180 dniach dojrzewania próbek 
przechowywanych w warunkach powietrzno-wilgotnych przy wilgotnoci wzgldnej 
powietrza >95%  obejmowały okrelenie wytrzymałoci na ciskanie fc oraz 
krytycznego współczynnika intensywnoci napre KIcS (Tab. 2). Wyniki bada fc i KIcS po 
28 dniach  dojrzewania zamieszczono w publikacji [15].  
Do bada wytrzymałoci na ciskanie fc uyto 104 kostek szeciennych o boku 0,1 m, 
w tym 82 z betonu modyfikowanego metakaolinitem i 22 z betonu bez dodatku.  
Krytyczny współczynnik intensywnoci napre KIcS, według I modelu, wyznaczono na 44 
belkach (po 4 belki dla kadej serii betonów) o wymiarach 0,08×0,15×0,70 m ze szczelin
pierwotn [30,31], w tym 36 belkach wykonanych z betonu zawierajcego metakaolinit i 8 
bez dodatku. 
Badania fraktalne przeprowadzono na 220 liniach profilowych wydzielonych z 2 
losowo wybranych powierzchni przełomów, dla kadej serii betonów (po 10 linii 
profilowych dla jednej powierzchni przełomu) przy uyciu profilometru laserowego 
Talysurf CLI 1000 firmy Taylor Hobson do szybkiego bezstykowego pomiaru topografii 
powierzchni 3D oraz programu FRAKTAL_Wymiar2D. Linie profilowe odwzorowano z 
krokiem dyskretyzacji 5 µm. Wymiar fraktalny Dm obliczono metod obwiedni 
morfologicznych (morphological envelopes method), polegajcej na wyznaczeniu górnej i 
dolnej obwiedni za pomoc przekształce morfologicznych otwarcia i zamknicia przy 
uyciu elementu strukturalnego w postaci poziomego odcinka o długoci εi. Nastpnie 
oblicza si pole powierzchni A(εi) ograniczone górn i doln obwiedni. Procedura jest 
powtarzana przy elementach strukturalnych o rónych długociach w celu wykrelenia 
wykresu zalenoci ln A(εi) od ln (εi). Współczynnik kierunkowy otrzymanej zalenoci 
liniowej okrela wymiar fraktalny Dm. Uzyskane wyniki analizy fraktalnej zamieszczono 
w Tab. 2. 
Tabela 2. Wyniki bada wytrzymałociowych betonów oraz wymiaru fraktalnego po 180 dniach 
Seria 
betonu 
fc± błd stand.  
[MPa] (liczba próbek) 
KIcS± błd stand.  
[MN/m3/2] 
Dm± błd stand. 
[-] 
1 78,5±1,47 (8) 1,604±0,071 1,121±0,0046 
2 81,0±1,71 (8) 1,692±0,082 1,132±0,0038 
3 55,6±0,73 (8) 1,288±0,032 1,151±0,0052 
4 58,0±0,83 (8) 1,394±0,057 1,137±0,0037 
5 82,7±1,95 (11) 1,722±0,053 1,107±0,0032 
6 54,2±0,79 (11) 1,311±0,055 1,154±0,0053 
7 66,9±1,00 (8) 1,455±0,037 1,141±0,0049 
8 69,0±0,79 (12) 1,564±0,059 1,103±0,0029 
9 67,9±1,58 (8) 1,551±0,069 1,127±0,0031 
B03 76,3±2,16 (11) 1,649±0,069 1,116±0,0044 
B05 56,7±0,77 (11) 1,204±0,061 1,148±0,0040 
3. Analiza wyników bada
Modyfikacja betonu dodatkiem metakaolinitu, jako czciowego substytutu cementu, 
spowodowała wzrost fc i KIcS w stosunku do betonu kontrolnego bez dodatku zarówno po 
28, jak i 180 dniach dojrzewania. 
Na podstawie porównania wyników bada wytrzymałociowych fc i KIcS po 28 [15] 
i 180 dniach dojrzewania (Tab. 2) stwierdzono wzrost wytrzymałoci na ciskanie fc od 
29,8 % (seria 5: w/s = 0,35; MK/s = 0,085) do 46,2 % (seria 1: w/s = 0,38; MK/s = 0,04), 
rednio o 39,8 % oraz wzrost krytycznego współczynnika intensywnoci napre KIcS od 
7,8 % (seria 2: w/s = 0,38; MK/s = 0,13) do 36,5 % (seria 4: w/s = 0,51; MK/s = 0,13), 
rednio o 22,2 %. Z uwagi na uzyskane wartoci fc i KIcS, po 28 i 180 dniach, najlepszymi 
okazały si betony serii 5 o najniszym stosunku woda/spoiwo (w/s = 0,35) oraz serii 2 
o stosunkowo niskim w/s i duym udziale dodatku metakaolinitu (w/s = 0,38; MK/s = 0,13).  
W celu wyznaczenia funkcji aproksymujcych zmiennych zalenych KIcS i Dm oraz 
przeprowadzenia analizy korelacyjnej midzy krytycznym współczynnikiem intensywnoci 
napre KIcS, a wymiarem fraktalnym Dm dokonano nastpujcych analiz statystycznych: 
istotnoci wpływu zmiennych na badane cechy, jednorodnoci wariancji, istotnoci 
efektów, istotnoci współczynników funkcji aproksymujcych, adekwatnoci funkcji oraz 
regresji wielokrotnej. Analizy statystyczne przeprowadzono przy poziomie istotnoci 0,05.  
Na podstawie analizy istotnoci wpływu wielkoci wejciowych (w/s i MK/s) na 
wielkoci wyjciowe KIcS i Dm (korelacja kwalitatywna) wykazano wysoce istotny wpływ 
w/s i MK/s na zmian wartoci KIcS i Dm, a jednoczenie stwierdzono róno wartoci 
rednich KIcS i Dm w poszczególnych seriach betonów. Wykazanie, przy uwzgldnieniu 
rozrzutu wyników, statystycznej rónoci rednich KIcS i Dm potwierdza moliwo
wykorzystywania tego typu bada, wykazujc wystarczajc czuło zastosowanych metod 
oraz potwierdza moliwo wnioskowania na podstawie uzyskanych wyników.  
Statystyczn równo wariancji wartoci KIcS i Dm potwierdziły wyniki testu 
jednorodno wariancji Browna-Forsythe’a. 
W przyjtym centralnym kompozycyjnym planie bada wstpnie funkcja 
aproksymujca ma posta wielomianu drugiego stopnia z interakcjami pierwszego rzdu. 
W celu wyeliminowania efektów nieistotnych, na przyjtym poziomie istotnoci 0,05, 
dokonano analizy wariancji ANOVA. Wyniki analizy istotnoci efektów w przypadku 
wymiaru fraktalnego Dm prezentuje wykres Pareto (rys. 1). Wykres Pareto pokazuje 
estymatory efektów posortowane według ich wartoci bezwzgldnej, a pionowa linia 
oznacza minimaln warto statystycznie istotnego efektu. W przypadku wymiaru 
fraktalnego Dm wykazano istotno liniowych efektów głównych obu zmiennych (w/s
i MK/s) oraz efektu współdziałania. W przypadku KIcS wykazano jedynie istotno obu 
efektów liniowych. Efekty nieistotne usunito i przeprowadzono analiz istotnoci 
współczynników funkcji aproksymujcych. Adekwatnoci funkcji stwierdzono na 
podstawie wyników testu F. 
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Ostatecznie uzyskano modele regresji postaci (rys. 2): 
,180 2,450 2,298 / 0,969 /SIcK w s MK s= − ⋅ + ⋅  (1) 
0,978 0,371 / 0,775 / 2,094 / /mD w s MK s w s MK s= + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅  (2) 
Współczynnik korelacji modelu (1), po uwzgldnieniu wszystkich wyników, wynosi 
0,816, natomiast dla wartoci rednich 0,992. W przypadku modelu (2) wynosi on 
odpowiednio, dla wszystkich wyników 0,575 oraz dla wartoci rednich 0,856. 
Rys. 1. Wykres Pareto efektów standaryzowanych w przypadku analizy wymiaru fraktalnego Dm. 
Rys. 2. Wykresy powierzchniowe zalenoci KIcS (po lewej) i wymiaru fraktalnego Dm (po prawej) od 
zmiennych w/s i MK/s. 
Zwikszenie stosunku woda/spoiwo skutkowało spadkiem krytycznego 
współczynnika intensywnoci napre, natomiast wzrost udziału dodatku MK powodował 
wzrost KIcS (rys. 2a). Wartoci standaryzowanych współczynników regresji b* (Tab. 3), 
otrzymane w analizie regresji wielokrotnej, wiadcz o prawie 3,5 krotnie wikszym 
wkładzie zmiennej w/s, anieli MK/s w predykcj krytycznego współczynnika 
intensywnoci napre KIcS. 
Na podstawie bada fraktalnych stwierdzono, e zwikszenie stosunku woda/spoiwo, 
w betonach z niewielkim udziałem metakaolinitu, skutkowało zwikszeniem wymiaru 
fraktalnego linii profilowych. Wpływ dodatku MK na zmniejszenie chropowato linii 
profilowych (mniejszy wymiar fraktalny Dm) uwidacznia si zwłaszcza w przypadku 
wikszych wartoci w/s (rys. 2b). 
Wiksz chropowato betonów o wyszym stosunku woda/spoiwo mona tłumaczy
wiksz porowatoci produktów hydratacji, co potwierdziły przeprowadzone badania 
SEM. Zaczyn przy niszych wartociach w/s był bardziej zwarty o mniejszej porowatoci. 
Na skutek wprowadzenie dodatku metakaolinitu, o rozmiarach ziaren około 
dziesiciokrotnie mniejszymi od ziaren cementu, zmniejszyła si porowato zaczynu, co 
spowodowało zmniejszenie chropowatoci stwardniałego zaczynu cementowego (mniejszy 
wymiar Dm). 
Uzyskany model (2) opisujcy zmienno wymiaru fraktalnego od wielkoci 
determinujcych skład betonu modyfikowanego (w/s i MK/s) umoliwia pominicie 
a) b) 
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Ostatecznie uzyskano modele regresji postaci (rys. 2): 
,180 2,450 2,298 / 0,969 /SIcK w s MK s= − ⋅ + ⋅  (1) 
0,978 0,371 / 0,775 / 2,094 / /mD w s MK s w s MK s= + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅  (2) 
Współczynnik korelacji modelu (1), po uwzgldnieniu wszystkich wyników, wynosi 
0,816, natomiast dla wartoci rednich 0,992. W przypadku modelu (2) wynosi on 
odpowiednio, dla wszystkich wyników 0,575 oraz dla wartoci rednich 0,856. 
Rys. 1. Wykres Pareto efektów standaryzowanych w przypadku analizy wymiaru fraktalnego Dm. 
Rys. 2. Wykresy powierzchniowe zalenoci KIcS (po lewej) i wymiaru fraktalnego Dm (po prawej) od 
zmiennych w/s i MK/s. 
Zwikszenie stosunku woda/spoiwo skutkowało spadkiem krytycznego 
współczynnika intensywnoci napre, natomiast wzrost udziału dodatku MK powodował 
wzrost KIcS (rys. 2a). Wartoci standaryzowanych współczynników regresji b* (Tab. 3), 
otrzymane w analizie regresji wielokrotnej, wiadcz o prawie 3,5 krotnie wikszym 
wkładzie zmiennej w/s, anieli MK/s w predykcj krytycznego współczynnika 
intensywnoci napre KIcS. 
Na podstawie bada fraktalnych stwierdzono, e zwikszenie stosunku woda/spoiwo, 
w betonach z niewielkim udziałem metakaolinitu, skutkowało zwikszeniem wymiaru 
fraktalnego linii profilowych. Wpływ dodatku MK na zmniejszenie chropowato linii 
profilowych (mniejszy wymiar fraktalny Dm) uwidacznia si zwłaszcza w przypadku 
wikszych wartoci w/s (rys. 2b). 
Wiksz chropowato betonów o wyszym stosunku woda/spoiwo mona tłumaczy
wiksz porowatoci produktów hydratacji, co potwierdziły przeprowadzone badania 
SEM. Zaczyn przy niszych wartociach w/s był bardziej zwarty o mniejszej porowatoci. 
Na skutek wprowadzenie dodatku metakaolinitu, o rozmiarach ziaren około 
dziesiciokrotnie mniejszymi od ziaren cementu, zmniejszyła si porowato zaczynu, co 
spowodowało zmniejszenie chropowatoci stwardniałego zaczynu cementowego (mniejszy 
wymiar Dm). 
Uzyskany model (2) opisujcy zmienno wymiaru fraktalnego od wielkoci 
determinujcych skład betonu modyfikowanego (w/s i MK/s) umoliwia pominicie 
a) b) 
pracochłonnych i wymagajcych odpowiedniej aparatury analiz fraktalnych. Błd midzy 
wartoci wymiaru fraktalnego Dm obliczonego na podstawie modelu (2), a wartoci
redni obliczon, dla kadej z serii betonów wyniósł maksymalnie 1,5 %, a rednio 0,6 %. 
Tabela 3. Wyniki analizy regresji wielokrotnej dla zalenoci (1) 
Podsumowanie regresji zmiennej zalenej:   KIcS (MK180)
R= 0,816 R^2= 0,666










2,450 0,1373 17,839 0,0000
-0,7836 0,1005 -2,298 0,2949 -7,794 0,0000
0,2288 0,1005 0,969 0,4260 2,275 0,0295
Celem bada było stworzenie modelu statystycznego pozwalajcego na okrelenie 
odpornoci na pkanie betonów modyfikowanych metakaolinitem, uytym jako czciowy 
substytut cementu, bez koniecznoci przeprowadzania bada niszczcych. Krytyczny 
współczynnik intensywnoci napre uzaleniono od stosunku woda/spoiwo, 
wpływajcego na klas betonu, oraz od wymiaru fraktalnego, ilociowo charakteryzuje 
powstał w procesie pkania powierzchni przełomu.  
Analiz przeprowadzono na wartociach KIcS i Dm wyznaczonych na podstawie funkcji 
aproksymujcych (1) i (2) metod regresji wielokrotnej. Wykazano statystycznie istotny 
wpływ w/s i Dm na zmian krytycznego współczynnika intensywnoci napre KIcS
(Tab. 4). Jednoczenie stwierdzono o 40 % wikszy wkład zmiennej w/s, anieli Dm
w predykcj krytycznego współczynnika intensywnoci napre KIcS (patrz wartoci b*, 
Tab. 4). 
Tabela 4. Podsumowanie analizy regresji wielokrotnej w przypadku modelu (3) 
Podsumowanie regresji zmiennej zalenej:   KIcS
R= ,98921680 R^2= ,97854987










7,223 1,1722 6,162 0,0008
-0,5969 0,1085 -1,429 0,2598 -5,502 0,0015
-0,4348 0,1085 -4,493 1,1209 -4,008 0,0071
Wyraz wolny i pozostałe współczynniki równania regresji wielokrotnej (model (3)) s
statystycznie istotne (p<<0,05, Tab. 4), a współczynnik determinacji R2 = 0,979. 
Zmienno krytycznego współczynnika intensywnoci napre KIcS wyjaniona jest zatem 
zmian stosunku woda/spoiwo i wymiaru fraktalnego w 97,9 %, a zaledwie 2,1 % stanowi
inne czynniki, w tym losowe.  
,180 7, 223 1,429 / 4,493SIc mK w s D= − ⋅ − ⋅ (3) 
Uwzgldnienie w modelu (3) oprócz stosunku woda/spoiwo równie wymiaru 
fraktalnego skutkowało popraw współczynnika korelacji R z 0,959 na 0,989.  
Na podstawie zalenoci (3) stwierdzono, e wiksz odpornoci na pkanie 
charakteryzuj si betony o niszym w/s i mniejszym skomplikowaniu powstałej na skutek 
zniszczenia powierzchni przełomu. Podobne relacje uzyskano równie w przypadku 
wymiaru fraktalnego okrelanego metodami pudełkow i ciciwy [8,14,15]. 
Graficzne porównanie wartoci obserwowanych KIcS (wyznaczonych na podstawie 
bada) do przewidywanych KIcS (obliczonych z modelu (3)) wykazało du zgodno
proponowanego rozwizania z wynikami rzeczywistymi (rys. 3). Uzyskano zaleno
liniow o współczynniku kierunkowym równym 1,0 i nieistotnym wyrazie wolnym. Błd 
proponowanego rozwizania okrelono na podstawie analizy histogramów rozrzutu 
procentowego błdu (rys. 4). Wykazano, e błd proponowanego rozwizania (model (3)) 
jest zbliony do rónic wynikajcych z rozrzutu pojedynczych wyników bada KIcS wokół 
wartoci redniej. Ekstremalna procentowa rónica midzy rzeczywistym wynikiem 
badania KIcS, a wartoci redni wyniosła +11,1 oraz -12,7 % (rednio 5,7 %) Błd 
proponowanego rozwizania (model (3)) wyniósł natomiast rednio 5,8 % i miecił si
w przedziale od -10,3 do +11,3%.   
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Rys. 3. Zaleno wartoci obserwowanych KIcS wzgldem przewidywanych obliczonych z modelu (3). 
Najlepsze dopasowanie uzyskano w wyniku porównania wyników KIcS obliczonych 
z modelu (1) z wartociami KIcS obliczonymi na podstawie modelu (3) (rys. 4). W tym 
przypadku uzyskano redni błd wynoszcy 1,1 %, przy wartociach ekstremalnych 
wynoszcych odpowiednio -2,5 i +2,2 %. Uzyskane rezultat wiadcz o wiarygodnoci 
uzyskiwanych z podanych modeli przewidywanych wartoci krytycznego współczynnika 
intensywnoci napre KIcS oraz moliwoci praktycznego wykorzystania 
przedstawionego rozwizania. 
Rys. 4. Histogram rozkładu procentowych rónic wynikajcych z porównania wartoci rzeczywistych KIcS  
i wartoci KIcS obliczonych z modelu (1) lub (3). 
4. Podsumowanie 
Przeprowadzone badania potwierdziły korzystny wpływ dodatku metakaolinitu, jako 
czciowego substytutu cementu, na wzrost wytrzymałoci na ciskanie i odpornoci na 
pkanie betonów po 180 dniach dojrzewania oraz umoliwiły podanie zalenoci 
funkcyjnych midzy krytycznym współczynnikiem intensywnoci napre KIcS lub 
wymiarem fraktalnym Dm, a zmiennymi w planie eksperymentu (w/s i MK/s).  
Uzyskane na podstawie otrzymanych funkcji aproksymujcych (model (1) i (2)) 
wartoci krytycznego współczynnika intensywnoci napre KIcS i wymiaru fraktalnego 
Dm, okrelonego metod obwiedni morfologicznych, posłuyły do uzyskania zalenoci (3). 
Zaproponowany model (3) umoliwia okrelenie odpornoci na pkanie, wyraonej 
krytycznym współczynnikiem intensywnoci napre KIcS, w zalenoci od stosunku 
woda/spoiwo (dodatek metakaolinitu ujty jako ekwiwalent cementu; w/s = w/(c+MK)) 
i wymiaru fraktalnego Dm, charakteryzujcego morfologi powierzchni przełomu. 
Wymiar fraktalny dostarcza ilociowej informacji o powstałym na skutek pkania 
przełomie. Na podstawie przeprowadzonej analizy statystycznej stwierdzono, e wpływ 
wymiaru fraktalnego w predykcj krytycznego współczynnika intensywnoci napre KIcS
jest znaczcy i wynosi około 40% w porównaniu do wpływu stosunku woda/spoiwo. Zatem 
ujcie w zaproponowanej zalenoci KIcS – w/s take wymiaru fraktalnego i uzyskana 
w konsekwencji poprawa współczynnika korelacji potwierdza zwizek odpornoci na 
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Rys. 3. Zaleno wartoci obserwowanych KIcS wzgldem przewidywanych obliczonych z modelu (3). 
Najlepsze dopasowanie uzyskano w wyniku porównania wyników KIcS obliczonych 
z modelu (1) z wartociami KIcS obliczonymi na podstawie modelu (3) (rys. 4). W tym 
przypadku uzyskano redni błd wynoszcy 1,1 %, przy wartociach ekstremalnych 
wynoszcych odpowiednio -2,5 i +2,2 %. Uzyskane rezultat wiadcz o wiarygodnoci 
uzyskiwanych z podanych modeli przewidywanych wartoci krytycznego współczynnika 
intensywnoci napre KIcS oraz moliwoci praktycznego wykorzystania 
przedstawionego rozwizania. 
Rys. 4. Histogram rozkładu procentowych rónic wynikajcych z porównania wartoci rzeczywistych KIcS  
i wartoci KIcS obliczonych z modelu (1) lub (3). 
4. Podsumowanie 
Przeprowadzone badania potwierdziły korzystny wpływ dodatku metakaolinitu, jako 
czciowego substytutu cementu, na wzrost wytrzymałoci na ciskanie i odpornoci na 
pkanie betonów po 180 dniach dojrzewania oraz umoliwiły podanie zalenoci 
funkcyjnych midzy krytycznym współczynnikiem intensywnoci napre KIcS lub 
wymiarem fraktalnym Dm, a zmiennymi w planie eksperymentu (w/s i MK/s).  
Uzyskane na podstawie otrzymanych funkcji aproksymujcych (model (1) i (2)) 
wartoci krytycznego współczynnika intensywnoci napre KIcS i wymiaru fraktalnego 
Dm, okrelonego metod obwiedni morfologicznych, posłuyły do uzyskania zalenoci (3). 
Zaproponowany model (3) umoliwia okrelenie odpornoci na pkanie, wyraonej 
krytycznym współczynnikiem intensywnoci napre KIcS, w zalenoci od stosunku 
woda/spoiwo (dodatek metakaolinitu ujty jako ekwiwalent cementu; w/s = w/(c+MK)) 
i wymiaru fraktalnego Dm, charakteryzujcego morfologi powierzchni przełomu. 
Wymiar fraktalny dostarcza ilociowej informacji o powstałym na skutek pkania 
przełomie. Na podstawie przeprowadzonej analizy statystycznej stwierdzono, e wpływ 
wymiaru fraktalnego w predykcj krytycznego współczynnika intensywnoci napre KIcS
jest znaczcy i wynosi około 40% w porównaniu do wpływu stosunku woda/spoiwo. Zatem 
ujcie w zaproponowanej zalenoci KIcS – w/s take wymiaru fraktalnego i uzyskana 
w konsekwencji poprawa współczynnika korelacji potwierdza zwizek odpornoci na 
pkanie z powstał na skutek pkania powierzchni przełomu. Potwierdzeniem 
wiarygodnoci uzyskiwanych na podstawie modelu (3) wartoci KIcS jest porównywalna 
wielko błdu okrelenia wartoci KIcS na podstawie tego modelu z rónic wynikajc
z rozrzutów pojedynczych wyników bada KIcS. 
Przedstawione w pracy zalenoci (1)-(3) pozwalaj na ograniczenie koniecznych 
informacji do przewidywania odpornoci na pkanie (KIcS) jedynie do składu betonu 
modyfikowanego metakaolinitem (w/s i MK/s) oraz pozwalaj na pominicie bada
niszczcych i pracochłonnych oraz wymagajcych odpowiedniej aparatury analiz 
fraktalnych powierzchni przełomów.  
Włczenie do analizy odpornoci na pkanie równie analizy fraktalnej moe 
w kontekcie uzyskanych pozytywnych rezultatów i dalszych bada znaczco przyczyni
do wyjanienia procesu pkania poprzez, m in. okrelenie fraktalnych typów pkni, 
uwzgldniajcych wpływ warstwy stykowej kruszywo/zaczyn oraz samego zaczynu 
cementowego, a take moliwo tworzenia modelowych pkni fraktalnych 
uzalenionych od składu kompozytu betonowego. 
Praca naukowa czciowo finansowana ze rodków Narodowego Centrum Nauki 
w latach 2011-2013 jako projekt badawczy nr N N507 321140. 
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The use of fractal geometry in determination of fracture 
toughness of metakaolinite modified concrete 
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Abstract: The aim of the paper is to present the results of experiments on concretes 
after 180 days of hardening with metakaolinite addition. Measurements of compressive 
strength fc, critical stress intensity factor KIcS and fractal dimension Dm were performed. The 
plan included nine measurement points. Water/binder ratios ranging from 0.35 to 0.54, and 
the metakaolinite additives in the amount ranging from 2.1 to 14.9 % relative to the mass of 
binder were used as independent variables. Statistically significant correlations were given. 
The proposed solutions can be used in designing the concrete with metakaolinite, which 
enables the prediction of KIcS after 180 days of hardening concrete with no need for 
destructive tests. 
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